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Exercices - Séquence n° 2 - RECURRENCE:
raisonnement par récurrence

e  Raisonner par récurrence pour établir une propriété d'une suite.

Ch : CHERCHER | Mo : MODELISER Re: REPRESENTER | Ra: RAISONNER Ca : CALCULER | Co : COMMUNIQUER

r Introduction : « classe inversée »

Préparercette 1le notion en visi la vidéo
2 2v=]

Dans la vidéo précédente, on démontre par récurrence que pour tout entier natureln > 1, 1+2 +--+n= "("“)
Compléter ce raisonnement ci-dessous :
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Supposons que la propriété soit vraie pour un certain entiern > 1, c’est-: -a-dire que 142 +-++n= "("ﬂ) ( ny ")(h *2)
s

On va alors montrer que la propriété est vraie au rang n + 1 c'est-a-dire que : Tz - . n * h " 42 z

orL1+2+-+n+n+1=010+2+--+n)+n+1
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Comme la propriété est supposée vraieaurangn,alors1+2 +--+n= J)&f"““’( “% ?" Q""( (0 M Cumerg,
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Donc1+42 +-++n+n+1=
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Soit 142 +-+n+n+l1=. ;S_L*Hi&q—Cb’@ ) -—_L———
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Remargues

1. Comme

Zk: 1+2+-+n
k=1
alors la propriété qu’'on a démontrée par récurrence peut aussi s'écrire :

o n(+ 1)
Pour tout entier naturel n > I,Z k= o
k=1

2. llexiste une gutre méthode pour démontrer cette propriété. Laquelle ?
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3.
s

L Applications j
[Ra-Co]

On considére la suite (u,,) définie paru, =2 et, pour tout entier naturel n, Upyg = Uy, +2n — 1.
Pour tout entier naturel n, on note P(n) la propriété : « u, = (n — 1) ».

1) Démontrer que la propriété P(n) est héréditaire, c'est-3-dire que: Vn e N, P(n) = P(n+1).
2) Peut-on en conclure que : « Pour tout entier naturel n, P(n) est vraie » ? Expliquer.

[Ra-Co]

Soit (v,) la suite définie par v; = 11 et, pour tout entier naturel n non nul, VUpy1 = 4v, + 3.
Démontrer que, pour tout entier naturel » non nul, v, =3x4" -1,

[Ra-Co]

Soit (w,) la suite définie par Wo = 10 et, pour toutn € N, w,,,, = /w, + 5.

Démontrer que, pour tout entier naturel 7, 2,5 < Wpy; S w, < 10 et en déduire le sens de variation de la suite (w,) .

[Ra-Ca-Co]
Soit (u,) la suite définie par Up = Oet, pourtoutn € N, u,,, = 3u, — 2n + 3.

1) Ecrire une fonction Python de paramétre N, N étant un entier naturel, qui renvoie la LISTE des termes de la suite (u,)
desrangs 0aN.

2) Démontrer que, pour tout entier naturel M, U, 2 n puis en déduire la limite de la suite (uy).
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[Ra-Co]
_nn+ D(2n+1)

Démontrer que pour toutn € N, k? %
k=0

[Ch-Ra-Co]

Démontrer que pour tout entier relatif n, et pour tout réelx, e™ = (e®)™

[Mo-Ra-Ca-Co]

Soit f la fonction définie sur [0 ; +co par f(x) = T
Soit (u,) la suite définie par u, = 0,7 et, pour tout entier naturel n, un4 = f (u,)-
1) Etudier les variations de la fonction f sur [0 ; +oo[.
2) Endéduire quesi x € [0;1],alors f(x) € [0;1].
3) Démontrer que, pour tout entier natureln, 0 <u, < 1.

4) FEtudier les variations de la suite (u,).

[Ch-Mo-Ra-Ca-Co] D’apres Bac, Amérique du Sud 2016
Soit (1) la suite définie par u, = 0 et pour tout entier natureln, u,,, = z—_lu—

1) Calculeru,, u, etus.

2) Ona calculé les onze premiers termes de cette suite a I'aide d'un tableur.
(Certaines valeurs sont approchées au milliéme).

A B C D E F G H I
1 Oy o 1 2 3 4 5 6 7
2 Lt 0,0 05 0,667 075 08 0,833 0,857 0,875
a. Quelle formule a été saisie en cellule C2 et étendue vers la droite ?
b. Conjecturer la forme explicite de u, en fonction de n. Démontrer cette conjecture.
c. Endéduire la limite de la suite (u,).

3) Compléter l'algorithme ci-contre permettant de déterminer
la plus petite valeur de I'entier naturel n tel que |un,, — u,| < 103"
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[Ra-Ca-Co] Bac, Amérique du Nord 2025

On considére la suite numérique (u,) définie par son premier terme u, = 2 et pour tout entier naturel n, par :

_2up+1
Upyr = U, +2
On admet que la suite (u,,) est bien définie.
1) Calculer le terme u,.
2) On définit la suite (a,,) pour tout entier naturel n par: o
an = un___ 1

On admet que la suite (a,) est bien définie.

a. Calculera, eta,.

b. Démontrer que, pour tout entier naturel n, a,,, = 3a, — 1

c.  Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n supérieur ou égala 1,a, = 3n — 1.
d. Endéduire la limite de la suite (a,).

3) On souhaite étudier la limite de la suite (u,).
a. Démontrer que pour tout entier naturel n, u,, = —=

an-l'

b. Endéduire la limite de la suite (u,).

1 def algo(p):
4) Onadmet que la suite (u,,) est décroissante. 2 u=2
On considére le programme suivant écrit en langage Python : 3 n=0
. : 4 vhile u-1>p:
a. Interpréter les valeursn et u renvoyées par la fonction 5 u=(2%u+1)/ (u+2)
algo(p) dans le contexte de I'exercice. 6 reati
b. Donner, sans justifier, la valeur de n pour p = 0,001. 7 return (n,u)

[Ch-Ra-Ca-Co]

On considére la suite (u,,) définie par u, = 0 et, pour tout entier naturel n, u,,; = u, + 3n — 7.

1) a. Déterminer, par le calcul, les cing premiers termes de la suite (u,,).
b. Montrer que la suite (u,) est croissante a partir du rangn = 3.

2) Onsouhaite, dans cette question 2, démontrer, par deux méthodes différentes que, pour tout entier naturel n :

3., 17
u, = En = 7 n
e 1dméthode
On considére la suite auxiliaire (v,) définie pour tout entier naturel n par :
Un = Upyq — Uy

a. Exprimerv,en fonction de n, puis démontrer que (v,) est une suite arithmétique dont on précisera le
premier terme et la raison.

b. On consideére, pour tout entier naturel n non nul, la somme :
n-1

Sp = ka =vo+ -+ v,
k=0
Montrer que, pour tout entier natureln non nul, S, = u,, — Uy
¢.  Enutilisant la nature de la suite (v,), calculer cette somme d’'une autre maniére.

d. Comparer les deux expressions obtenues et conclure.

.Pase4.
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o 2ndeméthode
A l'aide d’un raisonnement par récurrence, démontrer que, pour tout entier naturel n,
317 - —
St LG,
3 Déterminerls linite de la suite (). 1from math import x
) a. Déterminer la limite de la suite (u,). >def seuil(A):

b. On considére le programme Python ci-contre . 3 U=0
A laide d’une calculatrice, déterminer la valeur renvoyée par ce 4 n=0
programme lorsqu’on I'exécute dans une console d’exécution Python & Suhvile Ud=A:
en saisissant : 6 U=U+3*n-7

i. A=10 ii. A=1000 7 n=n+1
c. Quel estle role de ce programme ? g return n

Est-on certain que le programme s'arréte ? Justifier.

[Ch-Ra-Ca-Co]

Soit la suite numérique (u,,) définie par u, = 2 et,

2 1
pour tout entier naturel n, Uy, = §u,l 3 §n ks

Partie A - Algorithmique, tableur et conjectures
1) Pour calculer et afficher le terme u, de la suite(w,), un éléve propose
l'algorithme ci-contre. Il a oublié de compléter deux lignes.
Recopier et compléter les deux lignes manquants.

2) Comment faudrait-il modifier cet algorithme pour qu'il calcule et affiche tous les termes de la suite de u, jusqu'au, ?

3) Alaide d'un tableur, on a déterminé les premiers termes de la suite (i), approchés au dix-milliéme.

5900 690 [ 0 A0 AV E S T 0 R S - S0 S O
| n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2| o 2 23333 28889 35926 43951 52634 61756 71171 80780 90520 10,0347

Dans la cellule B2, on a entré 2. Quelle formule a été saisie dans la cellule C2 et recopiée vers la droite ?

4) Auvu de ces résultats, conjecturer le sens de variation etla limite de la suite (uy,).

Partie B - Etude mathématique

5) a. Démontrer que, pour tout entier natureln: u, <n+3.
b. Démontrer que, pour tout entier naturel n: upy —u, = %(n +3—u,).
c. En déduire une validation de la conjecture précédente.

6) On désigne par (v,) la suite définie, pour tout entier naturel n, par v, = u, —n.

a. Démontrer que la suite (v,,) est géométrique de raison ;

n
b. Endéduire que, pour tout entier naturel n: u, = 2 G) +n.

c. Déterminer la limite de la suite (w,). On utilisera le théoréme de comparaison.

7) Pour tout entier naturel n non nul, on pose :
n S"
Sn =Zuk =uptu +tu, et T, ==
k=0
a. Exprimer S, en fonction de n.
b. Déterminer la limite de la suite (T},). /ndication : on admet que lim q"=0 si-1<qg<1.
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| Pour réviser
[Mo-Ra-Ca-Co]
Voici deux fonctions écrites en langage Paul Pauline
on par deux éléves :

Python p T et 1 def V(n):

; ; |f:=7 - A 2 | v=5%10%kn+2
| or 1 1in range SN+ : {

i ! e 3 | returnyv
5 | returnu

1) Décrire les suites (u,) et (v,) dont ces fonctions permettent de calculer les premiers termes.

2) Calculer les premiers termes de chaque suite, émettre alors une conjecture et la démontrer.

[Ra-Co]

On considére la suite (v,) définie par v, = 1 et, pour tout entier naturel n, Vpy =v,+2n+3.
Démontrer que, pour tout entier naturel n, v, > n? puis en déduire le comportement 4 I'infini de la suite (1,,).

[Ra-Co]

On considére la suite (v,) définie par v, = —1 et, pour tout entier naturel N, Vpyy =V +2n+ 2,
Démontrer que, pour tout entier naturel n, v, =n? +n—1 puis en déduire la limite de la suite (v,,).

[Mo-Ra-Ca-Co]
Jenny a ouvert un livret A eta déposé 5000€. Les intéréts composés sont de 0,5 % par an et, a chaque fin d’année, Jenny
ajoutera 100 € sur son livret. On désigne par J, la somme, en euro, sur son livret A aprés n années, avecn € N.

1) Démontrer que, pour tout entier naturel n, Jn = 5000 + 100n.

2) Endéduire la limite de la suite (/,,).

3) Tabuler la suite (J,,) a I'écran de la calculatrice et déterminer aprés combien d’années Jenny disposera de plus de
7000€.

[Mo-Ra-Ca-Co]

Dans une réserve, on constate une diminution annuelle de 10 % de effectif des éléphants.
Afin de sauvegarder I'espéce, on décide d’introduire chaque année 42 de ces pachydermes.
La population initiale est estimée 4 280 et on s'intéresse a I'évolution de cette population.

1) Modéliser la situation a I'aide d’une suite (u,) définie sur N en précisant ce que représententn, u, etu,.
2) Etablir une relation de récurrence entre Upyq €tu,.

3) Démontrer que pourtoutn € N, u, = —140 x 0,9" + 420.

4) En déduire le sens de variation de la suite (uy,).

5) Déterminer I'année a partir de laquelle le nombre d’éléphants dépassera 400.

6) Onadmetque:si 0 < g < 1, alors "Iir+n(m q™ = 0. En déduire ,,hTm u, etinterpréter le résultat.

L Pour aller plus loin j
Exercice 17] [Ra-Co] N°86p33 [Ra-Co] N°91p33

[Ra-Co] N°92p33 [Ra-Co] N°94p33
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